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Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà èçó÷àëàñü:

1. G � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà: Lyndon (1960), Lorenc (1963,1965), Appel
(1968). Îêîí÷àòåëüíÿà ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû íàä ñâîáîäíîé
ãðóïïîé ïîëó÷åíà â ðàáîòå ×èçâåëëà è Ðåìåñëåííèêîâà (2000).

2. G � ñâîáîäíàÿ ìåòàáåëåâàÿ ãðóïïà: Chapuis (1997),
Remeslennikov and Stoer (2004), Ðåìåñëåííèêîâ è Ðîìàíîâñêèé
(2004). Îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå
Ðåìåñëåííèêîâà è Ðîìàíîâñêîãî (2005).



Î íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ ñòóïåíè 2

Ïóñòü N2 � ìíîãîîáðàçèå äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Åñëè
G ∈ N2, òå å¼ êîììóòàíò G ′ ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå Z (G ).
Ïóñòü òåïåðü G = 〈a1, . . . , ar 〉 � ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà
ðàíãà r > 1, ãäå ai � ñâîáîäíûå ïîðîæäàþùèå ãðóïïû G .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç cij = [aj , ai ] (j > i) áàçèñíûå êîììóòàòîðû âåñà 2.
Èçâåñòíî, ÷òî ýëåìåíò g ∈ G ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

g = aα1
1 . . . aαr

r Πc
βji

ji , (1)

αi , βij ∈ Z è òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî,
÷òî äëÿ ñâîáîäíîé ãðóïïû èç N2 Z (G ) = G ′.
Õîðîøî èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ýëåìåíò â ôîðìå (1) ÿâëÿåòñÿ
ïðèìèòèâíûì äëÿ G (åãî ìîæíî âêëþ÷èòü â ñèñòåìó ñâîáîäíûõ
ïîðîæäàþùèõ äëÿ G ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðîêà (α1, . . . , αr )
óíèìîäóëÿðíà.



Êëþ÷åâîé ïðèìåð

Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ãðóïïà

UT3(K ) = {

1 ∗ ∗
0 1 ∗
0 0 1

 íà ìåñòå ∗ ñòîÿò ýëåìåíòû K}.

Òîãäà

Z (UT3(K )) = UT3(K )′ = {

1 0 ∗
0 1 0
0 0 1

}



Ýëåìåíòû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Òàê êàê êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ëèíåéíûå ãðóïïû ïðåäñòàâèìû
ìàòðèöàìè íàä ïîëåì, òî îíè ÿâëÿþòñÿ í¼òåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì.
Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü îáúåäèíÿþùóþ òåîðåìó À.
Òåîðåìà A.(áåç êîýôôèöèåíòîâ) Ïóñòü A � í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì
àëãåáðà ÿçûêà áåç ïðåäèêàòîâ L. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíå÷íî
ïîðîæä¼ííîé àëãåáðû C ÿçûêà L ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) C ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé àëãåáðîé íåïóñòîãî íåïðèâîäèìîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàä A, îïðåäåëÿåìîãî ñèñòåìîé
óðàâíåíèé â ÿçûêå L;

2) Th∀(A) ⊆ Th∀(C), òî åñòü, C ∈ ucl(A);

3) Th∃(A) ⊇ Th∃(C)

4) C âêëàäûâàåòñÿ â óëüòðàñòåïåíü àëãåáðû A;
5) C äèñêðèìèíèðóåòñÿ àëãåáðîé A;
6) C ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé àëãåáðîé íàä A;
7) C ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, îïðåäåëÿåìîé ïîëíûì àòîìàðíûì òèïîì

òåîðèè Th∀(A) ÿçûêà L.



Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà.
Èç òåîðåìû À ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè êîîðäèíàòíûõ
ãðóïï ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå îïèñàíèÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï èç
qvar(F ), à òàêæå ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ
êîîðäèíàòíûõ ãðóïï ýêâèâàëåíòíà ïðîáëåìå îïèñàíèÿ êîíå÷íî
ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï èç ucl(F ).



Þ.Ë. Åðøîâ äîêàçàë, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ ñâîáîäíîé ãðóïïû
ðàíãà 2 F2 = 〈a, b〉 ñ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè a, b àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìà.
Â.À. Ðîìàíüêîâ: áåç âûäåëåííûõ ýëåìåíòîâ ýòà ïðîáëåìà
ýêâèâàëåíòíà ðàçðåøèìîñòè óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ïîëÿ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.
Ñëåäîâàòåëüíî, îòìå÷åííûå âûøå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî
ñëîæíûìè. Ïîýòîìó â äàííîì äîêëàäå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íå âåñü
êëàññ êîîðäèíàòíûõ àëãåáð, à íåêîòîðûå êîíêðåòíûå åãî ïîäêëàññû.



Ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò íå âåðåí äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû, íî
âåðåí äëÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.
Ëåììà. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà, è
H � êîîðäèíàòíàÿ ãðóïïà àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íàä G . Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k , ÷òî H ÿâëÿåòñÿ
G -ïîäãðóïïîé G k = G × . . .× G︸ ︷︷ ︸

k ðàç

, ïðè÷¼ì G âêëàäûâàåòñÿ â G k

äèàãîíàëüíûì ñïîñîáîì, ò.å.

∆: G → G k , ∆(g) = (g , g , . . . , g)−

êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå G â G k .



Òåîðåìà 1. Ïóñòü H = 〈∆(G ), x〉, x = (g1, . . . , gk). Òîãäà âûïîëíåíà
îäíà èç ñëåäóþùèõ àëüòåðíàòèâ:

1. x ∈ ∆(G ) è òîãäà H ∼= G ;

2. ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà íà ýëåìåíò ∆(g) = (g , . . . , g) ýëåìåíò x
òàêîâ, ÷òî gi ∈ Z (G ) è x /∈ ∆(G ); â ýòîì ñëó÷àå H = G × 〈x〉;

3. ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà íà ýëåìåíò ∆(g) = (g , . . . , g) ýëåìåíò x
òàêîâ, ÷òî fx /∈ Z (G k) äëÿ âñåõ f ∈ ∆(G ) è ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
g /∈ Z (G ) òàêîé, ÷òî gi ∈ CG (g); â ýòîì ñëó÷àå
H = 〈G , x |[x , g0] = 1〉N2

, ãäå g = g l
0c , c ∈ Z (G ) è èç g0 ïî

ìîäóëþ Z (G ) íå èçâëåêàåòñÿ êîðåíü (g0 � êîðíåâîé ýëåìåíò);

4. åñëè íå âûïîëíåíî íè îäíî èç óñëîâèé 1-3, òî H = G ∗N2 〈x〉 �
ñâîáîäíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ðàíãà r + 1 â N2.

Â òåîðåìå 1 äàíî ïîëíîå îïèñàíèå êîîðäèíàòíûõ ãðóïï äëÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé ñ îäíîé ïåðåìåííîé íàä ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé
ãðóïïîé ñòóïåíè 2.



Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ êîîðäèíàòíàÿ ãðóïïà H äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé G èç N2

ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé êîîðäèíàòíîé ãðóïïîé.
Òåîðåìà 3. Ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî Y íàä ñâîáîäíîé
ãðóïïîé G ðàíãà r > 1 èç N2 ñ òî÷íîñòüþ äëÿ èçîìîðôèçìà
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ

1. Y � òî÷êà;

2. Y � Z (G ) � öåíòð ãðóïïû G ;

3. Y � öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà g ∈ G , g /∈ Z (G );

4. Y = G .



Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîîðäèíàòíûõ àëãåáð

Ïóñòü Γ � íåïðèâîäèìàÿ êîîðäèíàòíàÿ àëãåáðà äëÿ F è ïóñòü R �
íàñûùåííîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî êîòîðîå äèñêðèìèíèðóåòñÿ
êîëüöîì Z (ïðèìåðîì òàêîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ óëüòðàñòåïåíü
Z̄ = ΠZi/D, ãäå D � íåãëàâíûé óëüòðàôèëüòð).
Ïðåäëîæåíèå 1. Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû UT3(Z̄ ) è òîëüêî
îíè ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè êîîðäèíàòíûìè ãðóïïàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç UTω
3 (Z̄ ) = Π∞i=1UT3(Z̄i ), Z̄i

∼= Z̄
Ïðåäëîæåíèå 2. Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû èç UTω

3 (Z̄ ) è
òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ãðóïïàìè.



Íèëüïîòåíòíûå CT1-ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ CT1-ãðóïïîé, åñëè äëÿ ëþáîãî
íåöåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà x öåíòðàëèçàòîð CG (x) ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé
ïîäãðóïïîé.
Ýòî ñâîéñòâî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óíèâåðñàëüíîé ôîðìóëû

CT 1 : ∀x , y , z , t{[x , t] 6= 1 ∧ [x , y ] = 1 ∧ [x , z ] = 1→ [y , z ] = 1}

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 1. Êëàññ âñåõ CT1-ãðóïï ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
êëàññîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ àêñèîìîé CT 1.
Ëåììà. Êëàññ CT1-ãðóïï çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ
îïåðàöèé:

1. âçÿòèÿ ïîäãðóïï è óëüòðàïðîèçâåäåíèé;

2. åñëè G ÿâëÿåòñÿ CT1-ãðóïïîé, òî êîîðäèíàòíûå ãðóïïû
íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä G òàêæå ÿâëÿþòñÿ
CT1-ãðóïïàìè.



Ïðèìåðû.

1. Ñâîáîäíàÿ c-íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ CT1-ãðóïïîé ïðè
c = 2, 3.

2. Ãðóïïû UT3(Z) è UT4(Z) ÿâëÿþòñÿ CT1-ãðóïïàìè.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü G � CT1-ãðóïïà è A � àáåëåâà ãðóïïà.
Òîãäà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå G × A ÿâëÿåòñÿ CT1-ãðóïïîé.
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü G1,G2 � 2-íèëüïîòåíòíûå CT1-ãðóïïû è
Z (Gi ) = [Gi ,Gi ], i = 1, 2. Òîãäà ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå G1 ∗N2 G2

ãðóïï G1,G2 â ìíîãîîáðàçèè N2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ CT1-ãðóïïîé.



Ðàñøèðåíèå öåíòðàëèçàòîðà

Ïóñòü G � ãðóïïà, g ∈ G � íååäèíè÷íûé ýëåìåíò, C = CG (g) �
öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà g â G èM � ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæä¼ííîå
ãðóïïîé G . Òîãäà ãðóïïó H, çàäàííóþ ïðåäñòàâëåíèåì

H = 〈G , t|t−1ct = c , ∀c ∈ C 〉M

â ìíîãîîáðàçèèM áóäåì íàçûâàòü, ñëåäóÿ ðàáîòå À.Ã. Ìÿñíèêîâà è
Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà, ðàñøèðåíèåì öåíòðàëèçàòîðà ðàíãà 1.
Îáúåäèíåíèå öåïî÷êè ïîäãðóïï

G = H1 < H2 < . . . < Hk = H,

ãäå ãðóïïà Hi+1 (i = 1, . . . , k − 1) åñòü ðàñøèðåíèå öåíòðàëèçàòîðà
ðàíãà 1, áóäåì íàçûâàòü èòåðèðîâàííûì ðàñøèðåíèåì
öåíòðàëèçàòîðà íàä G .



Äëÿ ðàñøèðåíèé öåíòðàëèçàòîðîâ ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñî ñâîéñòâîì CT1, è H � èòåðèðîâàííîå
ðàñøèðåíèå íàä G . Òîãäà ãðóïïà H äèñêðèìèíèðóåòñÿ ãðóïïîé G . Â
÷àñòíîñòè, H ÿâëÿåòñÿ òàêæå CT1-ãðóïïîé è âñå å¼ ïîäãðóïïû,
ñîäåðæàùèå G , ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè êîîðäèíàòíûìè ãðóïïàìè
íàä G .

Ýòî ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ðåçóëüòàòà Ëèíäîíà äëÿ
ñâîáîäíûõ ãðóïï. Çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Î. Õàðëàìïîâè÷ è À.
Ìÿñíèêîâà óòâåðæäàåò, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå.
Ìû íå çíàåì îòâåòà íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: âåðåí ëè àíàëîã ýòîé
òåîðåìû äëÿ ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé íåàáåëåâîé ãðóïïû?


